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Einfithrung Diskreter Prozess

Der diskrete Prozess

e A:={0,...,n}, neN, xe A
e D:={1,...,n}, p, d€eD
o X = (Xo,Xl,...)
° X()GA\{O}
. X — Xe—1—d falls Xe_1 > d
Tl X falls X;_1 < d

o Ty :=min{t|X; =0}
= E.(Tx)

teN
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Einfithrung Motivation

Minimierungsproblem auf unbekannter Funktion

e Geg.: f:[0,1] — R, Beispielpunkte
Ges.: Minimum

o skalierungsunabhingiges u:

° p = In (%)

= fallse<t<1
¢ h) = { gt sonst
. d = exp(—pu), uelo1]

e f unimodal

o 7 := dist(x, x*) mit 7 > 2¢
T

1 rdt _ In2

. 2o = %
2

o log(})-2 = 0((lg(})?)
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Obere Schranke Markovkette

Einfiilhrung von Konventionen

e (a,b) :={a,...,b}, a,beZ
o 11 Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber (1, n)
o X = (Xo,Xi,...) iber A= (0, n)

o Xp gleichmiBig verteilt in A\ {0} = (1, n)

p(x —x") falls x" < x
o PrXe=xX'|Xe1=x)=4q 1= _,p(d) fallsx =x
0 falls x’ > x

e T, = min{t|X; =0}
= E.(Tx)
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Obere Schranke Markovkette

Erste Folgerungen

Bemerkung:
p(l)=0=E,(T:) =00

Voraussetzung:
Vi Wabhrscheinlichkeitsverteilung: 1 (1) > 0

F ()= 1((1,x0) = 3 u(d), xeA\{0}

d=1

Proposition:
Eu(T)=} ¥ gl

F ..F
1<x1<...<x;<n (1) (x1)
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Obere Schranke Markovkette

Beweis:
e Bem.1=VYxcA\{0}: F(x)>0

o Tu=1+(1—-F(x): T+ > p(d): Tx—a,
d=1
To=0
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Obere Schranke Markovkette

Beweis:

e Bem.1=VYxcA\{0}: F(x)>0

« T=1+(1- F(x))-rx+§lu(d)-rx-d,

To =0
= T=ry" <1+ > u(d)'Tx_d>, 1<x<n
d=1
* ' =n = 7o
1
T2 = #y + Fed) P
2 1 1))?
Ts = gy + r ) + FO R T PO
o T, = ) plxa=x1)-.-p(X1=xi—1)
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Obere Schranke Markovkette

Beweis:

e Bem.1 = VxeA\{0}: F(x)>0

. fﬂ+a—ﬂwyn+§ﬂwrn%

To=0
= To=gly (14 £ (@ T, 15550
d=1
_ 1 _ 1
| R
2= £y + FiYFO
2 1 1))
Ts = 7l + 7 * FORD T OGO
o T, = D pOe—x1) .- p(x)—x—1)

F(x1)-....F(x)

1<x1<...<xj=x

= ET) =3 5 el
1<x1<...<x<n
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Obere Schranke Herleitung

Herleitung der oberen Schranke

o L :=|log,n],
= (21,2 — 1), 0<i<lL,

I, == (2%, ny,
pi = > p(d), 0<i<L
del;

o Pr(thXt_1—2i_1 | Xt—122i) >pi-1, t=>21, 01 >1
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Obere Schranke Herleitung

Herleitung der oberen Schranke

o L:=|logyn|,
= (21,2 — 1), 0<i<lL,
I, == (2%, ny,
pi= > pu(d), 0<i<L
del;
o Pr(thXt_1—2i_1 | Xt—122i) >pi-1, t=>21, 01 >1
O T € B et oo b 2y wED,

T <(2j+ l)é falls po,...,pr—1 > ¢, o> 0 konst.

= £, (T:) = O((log x) (log )) = O ((log n)?)
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Untere Schranke

Eine untere Schranke fiir den diskreten Prozess

Satz:
E,(T:) =2 ((logn)?) v

Beweis: (spater)

Voraussetzung:
wfest, (1) >0, lo,..., I, VO<i<L: p;
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Untere Schranke Intuition

Intuitive Herangehensweise

1

e E (t zum Durchlaufen von /; bei Start in [;11) > PP

1
o E(Tx)

2
B
= ng P2j+1+tP2jtP2j—1+pP2j—2’ falls
38 > 0 konst. VO<i<L—1: [;11 mit Wahrscheinlichkeit 3 besucht

= E(T) 28553 =0(2) = ((logn)?)
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Untere Schranke Intervallprozess

Intervallbezogene Betrachtungsweise

o Y .= (Yo, Yl,...)

.y >0 = X gleichmiBigin (1,Y;) verteilt
t

=0 = X;=0
e Yi1€(l,n), de Dbzl p, d <Yiq
0 falls x =d mit Wahrsch. %
=VY,={ Y.1—d fallsx>d mitWahrsch. %d
d—1 falls x < d mit Wahrsch. %

o Pr(Ye=y'|Yee1=y)
e T, :=min{t|Y; =0}
= Eu(TX) = Eu(Ty)
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Untere Schranke Potenzialfunktion

Voriiberlegungen zur Potenzialfunktion ¢

d(Yo) = ((log n)2),

© Ziel E(&(Yeo1) = ®(V2) [ Yeer=y) = 0(1)
= E(Ty) =Q(® (%))

o 1) = c konst. mit %<C<1

-L;lwr zsz i "—zpzaf 1= 0(1)

i=1 j=
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Untere Schranke Potenzialfunktion

Definition der Potenzialfunktion ®

Definition: .
W —|loga—logd| W
o0 = 2 pu(d)- 27T = S u(d) /2 S u(d) /3
d=1 d—1 d=at1
903 - ai-a, 1Sa<n7
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Untere Schranke Potenzialfunktion

Folgerungen zur Potenzialfunktion ®

Lemma

@ &, t > 0 steigt nicht, wenn t steigt
(2] q)t =0 Yt =0

® =0 <(|og n)2)
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Untere Schranke Potenzialfunktion

Beweis: (zu 3)

o i(a):=|logya] = max{i|2 < a}

L
—1| .. 1
C O-a:.--§2C' pjcl-l ’(a)l fUrC::—
(j:O V2
— 1 i W
° = — > . =%
aze:[i (pa a%jl,- 40 — 2C'2'+1~(Z}:0 pj.cllfl‘) 4c
L—1
= o> > U
i=0
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Untere Schranke Potenzialfunktion

Beweis: (zu 3)

o i(a):=|logya] = max{i|2 < a}

L
. 0a=...<2c-| X p;- V=@ fiirc:= L
=" v2

_ 1 2 _ i
* D> pa=), 2 1L i = 2c
acl; acl; 272 2c:2™ '(2120 pJ"ClJ l‘) ¢

i=0
L-1
o u;::%, 0<i<lL, > uj <k, k konst.
i=0

L-1

1 oo . k

o 2} o minimal, falls Vu; : u; = |
=

= CDOEL‘%:L—;:Q((logn)z)
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Untere Schranke Hauptlemma

Das Hauptlemma

Lemma: (Hauptlemma)
3C konst. VO<y<n: E(®Pt_1 —P¢|Yi1=y) < C

Beweis: (spater)

Lemma:

e R1,R,,... beschrankte Zufallsvariablen
e g>0

o S:=min{t|Ri+...+ R > g}
Es gilt: E(S) < oo, E(R:|S>t) < CVteN = E(S)> £
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Untere Schranke Hauptlemma

Beweis: (Vp: E,(Tx) =9 <(|Og n)2>)
o To =min{t|®, =0} =min{t|Y, =0} =T,

bleibt zu zeigen: E (Te) = Q ((log n)2>
L Rt = (Dt_]_—d)t
e Vy>1: E(R¢| Y1 =y)<C
= E(R|Ty>t)=E(R:|Yee1>0) < C
e Ri+...+R=®y—
= T¢:min{t|R1+...—|—RtZd>0}

= E(To) = 2 ((logn)?)
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Untere Schranke Hauptlemma

Beweis: (E (¢; ; — &, | Y, 1 =y) = 0(1))

.« E(®r1—0Yiy—y)= iOA(y,y’)
y frnd
wobei A (y,) = (& () 0 (y)) - Pr(¥: = ¥|Ye1 = )
e A(y,y)=0

© Al0=§ (Z u(d)) - (z <P(a)) <ly b oo

d<y
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Untere Schranke Hauptlemma

Beweis: (Fortsetzung)

5 yilA(y,y’)zyg( 5 ¢a>-y7'(u(y’+1)+u(y—y’))=

y'=1 y'=1 \a=y’+1
;L
=y >~ (Aa+17a)
a=2
. a1 ’ / = N
wobei A\ = @+ > p(y' + 1)y undva=.- > p(y —y')y
y'= y'=1
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Untere Schranke Hauptlemma

Beweis: (Fortsetzung)

y'=1 y'=1 \a=y'+1
1 &
=1. % (ha+7)
a=2
. a—1 a—1
wobei g = a- >0 p(y' + 1)y undva=a- > p(y —y)y
y'=1 y'=1

2p=1 W(P)(b—1)
TS v T

vag,/ﬁﬂ/%
Z Aly.y)<t. §2(1+,/y_{,+1+\/§)<5

= Z A(y,y)<0+245=7
y'=0
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Ausblick

Der stetige Prozess

e A:=[0,n+1), neN, xe A
e D:=(0,n+1), u, deD
° XZ:(Xo,Xl,...)
e Xo€[l,n+1)
Xe—1 falls X;_1 < d
e X;=4 0 falls X;_1 € [d,d+1) ,teN
Xt_]_—d falls Xt_]_zd"_l

o Ty :=min{t|X; =0}
= E.(Tx)
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Mein Fazit:

e die Vorkenntnisse
e das Thema

e die Beweise
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