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Satz 147
Der Algorithmus DFT berechnet F,, (@) auf Eingabe n = 2%, @, w
in T'(n) = O(nlogn) Operationen.

Beweis:
Aus dem Algorithmus erhilt man folgende Rekursion

T(n) =2T(n/2) 4+ cn
mit einer Konstante ¢ > 0 und 7'(1) = 1. Mit n = 2* folgt

T(28) = 21725 Y + en = 2(2T(2572) 4+ en/2) + en
= ... =2T2" Y +ten

Speziell fiir £ = k gilt T(2%) = kc2¥ + 28T (1), und wir erhalten
T(2%) = O(2¥k) = O(nlogn). O
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3.5.3 Berechnung der inversen diskreten
Fouriertransformation

Satz 148
Es gilt
1
‘Fr:(}; = _‘7:11 w1
' n

)

Bemerkung: w™! ist ebenso eine primitive n-te Einheitswurzel.
Zum Beweis von Satz 148 bendtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 149
Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt

n—1
E Wk =0
Jj=0

firallek=1,...,n—1.
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Beweis:
Fiir jedes a € C, a # 1, gilt Z?:_ol al =2
ista” =wh" =1, (k=1,...,n—1). O

Nun zum Beweis von Satz 148.

k

Beweis:
Sei € = Fpw(a@) = (eo, . ..,en—1). Wir zeigen, dass gilt:

1 —
ﬁjauw_l&a =a

n—1 n—1
P(w™%) = Zejw_kj = ZP@(wj)w_k]

n—1n—1
DM 3 S
7=0 =0
denn nach Lemma 149 ist Z] 0 1 li= ) =0, faIIs i # k.
Im Fall i = k gilt 30" w(=Fi =, O
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3.6 Restklassen in Polynomringen

3.6.1 Einfiihrung und Definitionen

Der Begriff der Restklasse stammt urspriinglich aus der
Teilbarkeitslehre in Z; (Z = (Z,+, -) ist ein kommutativer Ring).

Definition 150

Sei n eine fest gewdhlte ganze Zahl # 0. Fiir jedes ¢ € Z heiBt die
Menge

[l], :=={m € Z : m — £ ist durch n teilbar}

die Restklasse von ¢ modulo n.
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Bemerkungen
Q Fir{,m € Z gilt:

m € [{}, <= mmodn = {¢modn.

Gilt m € [{],,, so schreibt man auch m = ¢modn und spricht
,m kongruent £ modulo n".

Q Esgilt [(],={(+kn:keZ} ="C+nZ="L(+ (n).

© Da es genau n verschiedene Reste 0,1,...,n — 1 gibt, gibt es
auch genau n verschiedene Restklassen [0],, [1],, ..., [n — 1],.
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Bemerkungen

@ Kongruenz modulo n definiert auf Z eine Aquivalenzrelation
~optmorop £ <= nteilt m — £, und [¢],, ist die
Aquivalenzklasse von {.

© Auf der Menge aller Restklassen [¢],, kann man Addition und
Multiplikation wie folgt definieren

[ﬁ]n + [m]n = [E + m]’m [E]n : [m]n = [e : m]na

und erhilt einen kommutativen Ring; er heiBt der
Restklassenring Z modulo n und wird mit Z/(n), oder Z/nZ
bezeichnet.

@ Die Abbildung (Z/(n),+,") — (Zn, +n,n), [€]n — . Rest der
Division von £ durch n" ist ein Ringisomorphismus.
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Restklassen kénnen auch im Polynomring K[z] (K ein Korper)
gebildet werden.

Definition 151
Sei g € K[z] ein Polynom, grad(g) > 1. Fiir jedes f € K[z] heiBt
die Menge

[flg :={h € K[z] : h— f ist durch g teilbar}

die Restklasse von f modulo g.

Bemerkung: Wie in Z gilt nun auch im Polynomring K[x]:

@ h€[f]l; < hund f haben bei Polynomdivision durch g
denselben Rest.

@ [flg={f+hg : he K]} = f+(g) mit
(9) :=={hg : h € K[z]} = Menge aller Polynome, die durch g
teilbar sind.
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© , Kongruenz modulo g" definiert auf K[z] eine
Aquivalenzrelation ~g: h ~g f <= h— f ist durch g teilbar,
und [f], ist die Aquivalenzklasse von f.

© Auf der Menge aller Restklassen [f], kann man Addition und
Multiplikation wie folgt definieren

[f]g + [h]g =[f+ h]gv [f]g ) [h]g =[f- h]g;

und erhilt einen kommutativen Ring; er heiBt der
Restklassenring K [x] modulo g und wird mit Kz]/(g)
bezeichnet.
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3.6.2 Eigenschaften von Restklassenringen

Teilt man Polynome durch ein fest gewéhltes Polynom g,
grad(g) > 1, so treten als Reste simtliche Polynome vom Grad
< d = grad(g) auf. Deshalb setzen wir

K[z]g :={h € K|[z] : grad(h) < d},

und definieren auf K[z]|q Addition +4 und Multiplikation -4 wie
folgt:

Mit Rem(f) bezeichnen wir den Rest der Polynomdivision von f
durch g.

fHgh:=f+h, fgh:=Rem(f-h).

Man priift leicht nach, dass (K[z]4, +g4,4) ein kommutativer Ring
ist.
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Satz 152
Sei g € K|xz] ein Polynom, d = grad(g) > 1. Dann ist die
Abbildung

(K[l‘]/(g), +, ) - (K[x]cb +g 'g) ) [f]g = Rem(f)

ein Ringisomorphismus, die Umkehrabbildung ist gegeben durch
T [r]g.
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Beweis:

Es gilt
o
[flg =1[0lg == glf <= Rem(f)=0
(2]
[Flg + [hlg = [f + hlg — Rem(f + h) =
Rem(f) + Rem(h) = Rem(f) +4 Rem(h)
o

[flg - [hlg = [f - hlg — Rem(f - h)
= Rem(Rem(f) - Rem(h)) = Rem(f) -4 Rem(h).

Aus (1) - (3) folgt, dass obige Abbildung wohldefiniert, injektiv
und ein Ringhomomorphismus ist; sie ist auch surjektiv, denn fiir
f € Klz]q ist Rem(f) = f. O
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Satz 153
Sei K ein Kérper mit n. Elementen, und sei g € K|x],
d = grad(g) > 1. Dann besitzt K[x]/(g) genau n® Elemente.

Beweis:
Nach Satz 152 ist |K[z]/(g)| = |K[x]a4|, und offensichtlich gilt
|K[z]4] = n?. O

Definition 154

Ein Polynom g € K|[x] heiBt irreduzibel, falls grad(g) > 1 gilt und
aus g = g1 - g2 mit g1, g2 € K|[z] stets grad(g;) = 0 oder
grad(gs) = 0 folgt; ansonsten heiBt g reduzibel.
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