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4.6 Abzahlen von Permutationen
4.6.1 Stirling-Zahlen der ersten Art

Definition 169
Die Stirling-Zahl der ersten Art

Sn,k

gibt die Anzahl der Permutationen € .S,, mit genau k Zyklen an.
Einfache Beobachtungen:
Q fir allen € N:

n
g Sp k= n!
k=1
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|
sp1=(n—-1)= %
n
Snn—1 = 9
Spm =1

Sy =0fiirk>n>0

Man setzt weiterhin:

50,0 :=1
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spo:=0firneN s,;=0firneNy,k<O0.
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4.6.2 Typ einer Permutation
Definition 170

Sei 7 eine Permutation von n Objekten, b;(7) die Anzahl der
Zyklen von 7 der Lange i (i = 1,...,n) und b(m) die Anzahl der
Zyklen von T, also

disb(m)y=n  und ) bi(m) =b(r).
i=1 =1
Dann heiBt der formale Ausdruck
1b1(m)gb2(m) 3ba(m) . . . ) b ()

der Typ von 7 (Potenzen mit Exponent 0 werden gewdhnlich nicht
geschrieben).
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Beispiel 171
(12345678
T=\45627183

—(45627183)

als Funktionswerte

=(14257836)

in Zyklenschreibweise

Typ: 81
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Beispiel 172
(12345678
T™=\24716538
=(24716538)

=(124)(37) (56) (8)

Typ: 11 22 3!
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Lemma 173
Es gibt

n
> P
k=1

verschiedene Typen von Permutationen in S,,.

Beweis:
Klar.
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Lemma 174
Es gibt
n!
byl byl ... byl 1b1.2b2.  .pbn

verschiedene Permutationen in S,, vom Typ 1%t . 202
0! = 1). Insbesondere gilt:

.-nb» (Beachte:

n!
k=)
o DDl b I
seeUn
S b=k
S ibi=n
und
| n!
n. =
o Zb ‘g DBl b1
1seeey 0
- n
i=1
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Beweis:
Sei Typ 1% 22 . nbr gegeben:

b1 b2 b (<1)
- ——

(D) (D)) () o (o)

Insgesamt gibt es n freie Platze. Ersetze die freien Platze durch
Permutationen aus .S,,. Dafiir gibt es n! Mdoglichkeiten.
Nun muss beachtet werden, dass

@ die Zyklen der Lange ¢ beliebig vertauschbar sind, und
@ ein Zyklus der Lange i in sich i-mal zyklisch geshiftet werden
kann, ohne die Permutation zu andern.
Damit ergeben sich fiir die Zyklen der Linge i oben genau b;! - i%

verschiedene Anordnungen, so dass insgesamt alle Permutationen
mit dem angegebenen Faktor liberzahlt werden. O
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Beispiel 175

51
S5.1 =41 =24

ST

5! 5!
552 = Zl+ le1!.1!.11.41+1!-1!-2l-31:50
Typ=1141 Typ=2131

51 51
sa= D+ D l=gyrp gty =P
Typ=1231 Typ=1122
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4.7 Abzahlkoeffizienten

4.7.1 Binomialkoeffizienten
Wir hatten bereits:

o
k
n n=
- >
(k) I Vn>k>0
(g) =1 Vn >0
© |
n n: n
(k) W (n— ) <n—k> n=re
° 1 1
n n — n —
= >
)=(" )+ (1)) wzwso
m E:::;e\t/\e;é;:;turen 4.7 Abzihlkoeffizienten



Weiter definiert man:

o _
nd:=nl:=0:=1 VneC
(2]
0 Pp—
(o)~
o
= (z-1) ... (x—k+1)
xgzx-(x—i-l)-...-(:c—i-k—l) VeeC, k>0
o

(x>: & k>0
k 0 sonst
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Lemma 176

(v) ist, fiir k > 0, ein Polynom in & vom Grad k, und es gilt auch

fiiralle k € Z und x € C
T\ r—1 n r—1
k) \k—-1 k)
Beweis:

Da fiir k < 0 per Definition der Binomialkoeffizienten Gleichheit
gilt, betrachten wir nur k > 0. Es ist dann

x\ (x—1 + z—1

k) \k-—1 k
ein Polynom in z vom Grad < k. Fiir alle z € N ist dieses Polynom
gleich 0. Ein Polynom einer Variablen mit unendlich vielen

Nullstellen ist aber sicher identisch 0 (Fundamentalsatz der
Algebra).
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Eine weitere Mdglichkeit, den Beweis zu fiihren:

th=g (2 - DL = (k+ 2 — k)(z — 1A=L
=k-(x— 1) 4 (- k) (z— 1)E=L

Also gilt

R e v Y |
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Das Pascalsche Dreieck

(Jjo1 2 3 4 5
0 |1

1|11

2 (1 2 1
3113 3 1
4114 6 4 1 0
5 (1 5 10 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6

benannt nach Blaise Pascal (1623-1662).

m
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Beobachtung:
Die Zeilensumme in der n-ten Zeile ist 2.

5(0)--

k=0
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Lemma 177
Fiir die Spaltensumme bis zur n-ten Zeile gilt:

" /m n+1
= k>
m%(k) <k+1> k=0

Beweis:
(Vollsténdige Induktion iiber n)
Induktionsanfang: n =0

i(o)_(o)_{1 fiir k=0

= \k k 0 sonst
L(O—i—l)_( 1 >_ 1 firk=0
~\k+1) \k+1) |0 sonst
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Induktionsschluss: n — n + 1:

S () - =)0

m=0
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Beispiel 178

(o1 2 3 4 56
0 |1
111
2 11 2 1
3113 3 1
411 4 6 4 1
5 (15 10 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1
k=2n=>5:
2 (2)-()
= \2 3
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Lemma 179
Fiir die Diagonalsumme gilt:

Z(n—}lﬁ—k):(m—i—n—i—l) vm e N,neC

m
k=0

Beweis:
(Vollstandige Induktion iiber m)

Induktionsanfang: m = 0:
(n) 1
0

(")
2 (O+7S+1> _ (n—(i)—l) _

k=0
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Induktionsschluss m — m + 1:

nil n+k B i n+k n m+n+1
k - k m+1

k=0
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Beispiel 180
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()01 2 3 4 56
0|1

111

2 |1 2 1
3113 3 1
4114 6 4 1
5115 10 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1
m=3n=
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Beobachtungen:

@ Negation

@ Binomialsatz
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Spezialfalle des Binomialsatzes:

Qr=y=1

"=(1+1)"

(Beweis zur Zeilensumme!)

Q@ y=1
(x+1)"

Q@ r=-1y=1

0= (-1+1)"=

()

c 505 (@)

k ung_erade
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Satz 181 (Vandermonde-ldentitat)

T+Y\ [z ‘ Y
("7 )—Z(k) (,V,) nemayec

Beweis:

Seien zunichst z,y € N.

Zur Verdeutlichung sei z. B. x die Anzahl der Wahlmanner der
Demokraten und y die Anzahl der Wahimanner der Republikaner.
(*¥) ist dann die Anzahl der Mdglichkeiten, aus (z + y)
Wahlmannern n auszuwédhlen. Dementsprechend ist (i) die Anzahl
der Moglichkeiten, aus x Demokraten k auszuwdahlen, und (nﬂk)
die Anzahl der Moglichkeiten, aus y Republikanern (n — k)
auszuwahlen.

Damit iiberlegt man sich leicht, dass die Formel fiir z,y € N gilt.
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Erweiterung auf z,y € C: Setze y = const. Damit stehen links und
rechts ein Polynom n-ten Grades in z:

!

ni(z) = pr(x)

Fir z € Z gilt:
pi(z) —pr(z) =0

Dieses Polynom hat unendlich viele Nullstellen. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra ist dann

pi(z) —pr(x) =0

Das heiBt, p;(z) und p,(x) sind identisch. O
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