WS 200506

Diskrete Strukturen

Ernst W. Mayr

Fakultat fiir Informatik
TU Miinchen

http://wwwl4.in.tum.de/lehre/2005WS/ds/

13. Januar 2006

Diskrete Strukturen 4.10 Erzeugende Funktionen
m Ernst W. Mayr



Satz 217
Eine formale Potenzreihe

A(z) = Zan 2"

n>0
besitzt ein multiplikatives Inverses genau dann, wenn ag # 0.

Beweis:
Annahme: Sei

B(z) = an'z"

n>0

ein solches Inverses. Dann muss A(z) - B(z) = 1 sein, also auch
ao - bp = 1, damit ag # 0. Daher muss by = ag~' sein.
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Seien induktiv by, by, ..., b,_1 bereits bestimmt. Dann folgt aus
2"(AG) - B(=)) =D ak by =0.n > 1
k=0

(dabei bezeichnet [2"](...) den Koeffizienten von 2™ in (...))
folgende Formel:

1
b, = — by —
n ao;ak n—k

Also ist b,, und damit per Induktion B(z) eindeutig bestimmt. [
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Beispiel 218

Geometrische Reihe:

Es gilt A(z)-(1—2)=1, da

Alz) - 1—2)=A(z) —z- A(2)

=(1+z4+22..)-@+22+224+..

Also:
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Satz 219

Einige wichtige Erzeugendenfunktionen:

> =1
1—-2
n>0
1
S =
z
n>0
2n 1
4 1 2
—Z
n>0
Diskrete Strukturen 4.10 Erzeugende Funktionen
m Ernst W. Mayr



m

Diskrete Strukturen
Ernst W. Mayr

D

n>0

c+

(a>z” =(1+2)* acC
n
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Beweis:

Q s.o

@ Setzein (1) z +— —z.

© Setze in (1): z — 22

@ Der Fall a € Ny wird durch den Binomialsatz gezeigt, fiir
allgemeine a verweisen wir auf die Analysis.

) 5 (c—i—z— 1) oy Czc)(_l)nzn

n>0 n>0
_c .
£
n>0
W

Q Setzein (5) ¢c:=m — 1.
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Beispiel 220
Sei

Dann ist

n>0 n>m
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Beispiel (Forts.)
Damit gilt

zZm Satz 219 (6) m-4+n
—(1 — Z)m+1 = Zm . Z ( ) . Zn

n
n>0

n>m
) n n
_Z(n—m).z '
n>0

(%) Das Gleichheitszeichen gilt, da fiirn < m

(o) =0

ist.

m
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4.11 Auflésung von Rekursionsgleichungen

Beispiel 221

a0=2

an =2 ap_1+2" fur allen >1
lineare inhomogene Rekursionsgleichung 1. Ordnung

an =2 ap_1+2"
Un1=2 ano+2""1 |- (=2)

n—2 ap1 =2 ap1—4-ay,_9+2"—2.2""1

=0=ap,—4 -ap_1+4-an_2
lineare homogene Rekursionsgleichung 2. Ordnung
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Beispiel (Forts.)
Zu dieser linearen Rekursionsgleichung

ap —4-ap_1+4-ap—o9=20
gehdrt das folgende charakteristische Polynom:
(x—2%=2>-4.-24+4=0
Spéter wird gezeigt, dass die a,, hier von der Form
anp = (c1-n+cg)-2" c1,c0 € C

sind. Aus den Anfangsbedingungen (ag = 2, a1 = 6) ergibt sich
c1 =1 und co = 2. Damit gilt

ap=(n+2)-2" Yn >0
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Beispiel (Forts.)

Man zeigt auch allgemein, dass

an = (c1-n+cz)-2" folgende Bedingung erfiillt:
an —4an—1 +4a,—2=0 (c1,c0 € C).
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Beispiel 222
Sei (ag,a1,a2) = (0,1,2) und

Gp = Qp—1 — Ap—2 + Gnp—3 Vn >3

(also (a;)i>0 = (0,1,2,1,0,1,2,1,...)). Das zugehérige
charakteristische Polynom ist

Bt —1=0=(x—1)(z*+1)
=(z—1)(z—i)(xz+19).

Setze nun a, =c¢1 - 1" + ¢y - i" 4 ¢3 - (—i)"™. Durch Einsetzen der

Anfangsbedingungen erhdlt man dann ¢; =1 und ¢o = ¢3 = —%,
also 1
an = 1= 30"+ (=i)")
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Satz 223

Sei (q1,q2,--.,qq) eine gegebene Folge, q¢; € C,d > 1,q4 # 0. Sei
weiter

q(2) =14+ qz+ @2+ ...+ qq2°

Das reflektierte Polynom dazu ist
1
g (z) = 2989 . g (;) =2+ T+

(Bemerkung: q'(2) ist das charakteristische Polynom). Seien
{a;}1<i<k die verschiedenen Nullstellen von g%, sei d; die
Vielfachheit von o;. Damit ist
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Satz 223 (Forts.)

Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge ( fy,)n>0, mit

F(z):= Z fn2"
n>0
der zugehérigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen
aquivalent:

@ Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)

(Vn € N) [fn+d +q1 fota—1+ 9 foga—2+ ...+ qi-fo= 0}

@ Erzeugende Funktion:

fiir ein Polynom p(z) vom Grad < d.
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Satz 223 (Forts.)

© Partialbruchzerlegung: Es gibt Polynome g;, deg(g;) < d;
firi=1,...,k, so dass

Q@ Explizite Darstellung: Es gibt Polynome p;, deg(p;) < d;,

so dass
k
n
(Yn >0) [fn => pi(n)-a; ]
=1
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Beweis:
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vi = {(fn)nZO : (fn)n>o erfiillt Eigenschaft k;}

mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:

dim(Vy) =d
dim(V5) = d (p hat d frei wahlbare Koeffizienten)
k
dim(V5) = Zdi = d (g; hat d; frei wahlbare Koeffizienten)
i=1
k
dim(Vy) = Zdi = d (p; hat d; frei wahlbare Koeffizienten)
i=1

Um zu zeigen V; =V}, geniigt es daher, V; C V; zu zeigen.
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o Vi = Va: Sei (fn)n>0 € Va. Wir wissen, dass
p(2)
F(z) = fn- 2" =—=.
n%% q(2)
Es ist
F(z)=(1+qz+ @2 +...+q2%) - Z fn2" =p(2)
n>0
mit deg(p) < d — 1, also [z¥+"]p(2) = 0 fiir alle n > 0.
Betrachte fiir n > 0

[Zd+n]ﬁ(z) = fotd + forda—1q1 + ...+ fnga =0.
Damit gilt, dass

(f)pso € Vs
also V5 C V4, und damit V; = V5.
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m

o Vo =Vs:Sei (fn),~ € V3, also

— (1 — a;z)%
Zu zeigen ist, dass
q(2)
Betrachte hierzu i
H(l — ;z)%
=1
Wir wissen, dass
k
¢"(z) = [[(z = ai)®
=1
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Weiter gilt, dass

also

=1
24 ﬁ(l o)t
= . S
=1 ?
k
= 1_[(1—ozzz)dz
i=1
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Daraus erhélt man (durch Bilden des Hauptnenners)

k k
Z gz Hl_az

- o (=)
F(z) = J#i _ bz}
k . q(z)
H(l —a;z)%
=1
Es ist damit
deg(p(2)) < di + Z d; =d,
J?él
also V3 C V5 und damit V5 = V;.
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o V3 =V Sei
(fn)nzo € Vs.
Zu zeigen ist, dass

(fn)nZO € Vi
Es gilt, dass

k
F(z2)= Z & deg(gi(z)) <d; .

()
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Damit gilt, dass

1

(1 — q;z)%
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Mit

9i(2) = gio + Ginz + ... + gig—12% Z 9i ;%
gilt:
9i(2) di+n—j—1 n—j n
m Z ng ( n—j Ty "z
n>0 7=0
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Also gilt auch dass

Z 1—041

=1

= a’L gZ,] d_l QY A
7

J/

p;(;)
Betrachte nun

k

fn=1["]F(2) = sz(n) o™

i=1

Es gilt, dass
deg( Z(n)) < dz — 1,

und damit ist auch (f,), ., € V4, also V3 = Vj. O
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