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Diskrete Strukturen

Arbeitsblatt 1: Zahlen
(zu Ubungsblatt 1)

Hinweis: Arbeitsblitter in diesem Semester dienen grundsétzlich der selbststédndigen Vorberei-
tung von Hausaufgaben und Tutoraufgaben mit thematischen Schwerpunkten.

Arbeitsblatt 1 dient der Vorbereitung der Hausaufgaben des ersten Ubungsblattes. Die behan-
delten Themen sind zunéchst gymnasialer Schulstoff. Ein systematischer Autbau der Zahlen ist
Teil einer Vorlesung der Analysis.

Aufgabe 1 (Natiirliche Zahlen)

Die natiirliche Zéhlung beginnt bei 1 und kann beliebig fortgesetzt werden. Sie durchlauft
dabei alle natiirlichen Zahlen 1,2,3 ..., das heifit 1,2, 3 und unbeschrdnkt so weiter. ,Ver-
sieht“ man die natiirlichen Zahlen mit Vorzeichen (4, —) und fiigt die Null 0 hinzu, dann
erhélt man die ganzen Zahlen. Die ganzen Zahlen mit Vorzeichen + bzw. — heiflen positive
bzw. negative ganze Zahlen. Offenbar entsprechen die natiirlichen Zahlen den positiven
ganzen Zahlen.

Fiir die natiirlichen Zahlen sind (die Operationen) Addition (4+) und Multiplikation ()
aus der Schule bekannt. Fiir die ganzen Zahlen sind Addition und Multiplikation, und
zusétzlich auch die Subtraktion (—) wohlbekannt. Fiir alle natiirlichen bzw. ganzen Zahlen
gibt es dariiber hinaus bekanntlich die (Groéflen-)Beziehung kleiner (<) und gleich (=),
und kleiner-gleich (<) bedeutet kleiner oder gleich.

Zahlen ebenso wie die genannten Operationen sind logisch-geistige Gegensténde (es sind
jedenfalls noch keine physischen Unfélle mit Zahlen bekannt geworden) und erfordern
naturgeméf eine allererste FORMALISIERUNG, d. h. eine Benennung oder Darstellung, um
iiberhaupt iiber sie reden bzw. kommunizieren zu kénnen.

Fiir natiirliche Zahlen werden wir meist die Dezimaldarstellung (ohne fiihrende Nullen)
verwenden, beispielweise den (textuellen) Ausdruck 2009 (und nicht 02009) fiir die ge-
meinte oder bedeutete Zahl. Auch die Darstellung von Operationen ist aus der Schule
bekannt. Der (textuelle) Ausdruck 2 + 3 heifit Summe mit erstem Summanden 2 und
zweitem Summanden 3. Die AUSWERTUNG des Ausdrucks 2 + 3 liefert bekanntlich 5 als
Wert der Summe. Entsprechend heifit der (textuelle) Ausdruck 2 -3 Produkt mit dem
Multiplikanden (oder erstem Faktor) 2 und dem Multiplikator (oder zweitem Faktor) 3.
Die Auswertung des Ausdrucks 2-3 liefert bekanntlich 6 als Wert des Produkts. Der Aus-
druck 2 — 3 heiflt Differenz mit dem Minuenden 2 und dem Subtrahenden 3. Der Wert
der Differenz ist hier gleich der (negativen) ganzen Zahl —1.

Ein Summand, Faktor, Minuend oder Subtrahend ist ein Ausdruck, der nicht notwendi-
gerweise die direkte Darstellung einer Zahl sein muss. Er kann selbst eine Summe, ein



Produkt oder eine Differenz sein und muss dann allerdings geklammert werden oder die
Klammerung muss nach gewissen Regeln ersichtlich sein.

Analyse: Es gibt eine alternative Beschreibung (Analyse) von Ausdriicken, z. B. von
(3-(1—2))+1 wie folgt:

Wir bezeichnen (3- (1 —2)) + 1 mit A. Dann ist A eine Summe. Der erste Summand von
A ist ein Produkt, dessen Multiplikand 3 ist und dessen Multiplikator die Differenz mit
dem Minuenden 1 und dem Subtrahenden 2 ist. Der zweite Summand von A ist 1.

1. Analyse von Ausdriicken:
Ist 3 ein Summand von 1+ (2 + 3)? Ist 3 ein Summand von 67 Ist 1 der Wert der
Differenz von 2 (als Minuenden) und 3 (als Subtrahenden)? Ist der Subtrahend des
Ausdrucks (1 —2) — (5 (3 +4)) eine Differenz, Summe oder Produkt? Was ist der
begriffliche Unterschied von Multiplikation und Produkt? Was ist das Produkt aus
3 und 4 als erstem bzw. zweitem Faktor? Was ist der Wert des Produkts aus 3 und
4 als erstem bzw. zweitem Faktor? Ist 3 ein Faktor von 127

Die natiirlichen Sprachen sind selbstverstédndlich méchtig genug, um damit die Eigen-
schaften der Operationen +, -, — und der Beziehung < prézise beschreiben zu kénnen.
Allerdings werden diese Beschreibungen sehr schnell so umfangreich, dass man besser in
ausgedehntem Mafle abkiirzende Schreibweisen verwendet. Wer die deutsche Sprache hin-
reichend gelernt hat, der kann beispielsweise die folgende Aussage verstehen: ,Wenn man
irgendwelche 3 ganzen Zahlen, sagen wir a, b und ¢, nimmt und die Summe a + (b + ¢)
mit a als erstem Summanden und der Summe b + ¢ als zweitem Summanden auswertet,
dann erhéilt man die gleiche Zahl, wie wenn man die Summe (a + b) 4+ ¢ mit der Summe
a + b als erstem Summanden und ¢ als zweitem Summanden auswertet.” Es ist natiirlich
angebracht, dafiir die folgende Kurzschreibweise zu verwenden:

Fiir alle ganzen Zahlen a,b, c gilt a+ (b+¢) = (a+b) + c.

Wir stellen nun in abkiirzender Schreibweise einige bekannte grundlegenden Eigenschaften
natiirlicher bzw. ganzer Zahlen zusammen, auf die wir dann in nachfolgenden Anwendun-
gen zuriickgreifen kénnen. a # 0 ist eine Abkiirzung dafiir, dass a = 0 nicht gilt.

Fiir alle ganzen Zahlen a, b, ¢ gilt

Wenna < bund 0 <c¢, danngilta-c<b-c. (pos. Vertraglichkeit von < mit
Wenn a <bund ¢ <0, danngiltb-c<a-c. (neg. Vertraglichkeit von < mit

a+0=a, a-1=a, (Neutralitit der 0 bzw. 1)
0<1, ( Vergleichbarkeit von 0 und 1)
1+(-1)=0, 0—a=(-1)-a, (Subtraktion durch Vorzeichen von 1)
a+b=b+a, a-b=b-aqa, (Kommutativitit von + bzw. -)
a+(b+c)=(a+b)+¢c, a-(b-c)=(a-b)-c, (Assoziativitdt von + bzw. -)
a-(b+c)=(a-b)+(a-c). (Distributivitdt von - mit +)
Wenna+b=a+c, dann gilt b =c. (Kiirzbarkeit fiir + )
Wenna-b=a-c, a#0,dann gilt b =c. (Kiirzbarkeit fiir -)
Wenn 0 < a, dann gilt a # 0. (Irreflexivitdt von <)
Wenn a < bund b < ¢, danngilta<ec. (Transitivitdt von < )
Wenn a < b, dann gilt a+c < b+c. (Vertriglichkeit von < mit + )

)

)

2. Wie konnte man zeigen, dass die Assoziativitét nicht fiir die Subtraktion gilt? Wel-
chen logischen Grund koénnte es geben, dass wir die Eigenschaften a - 0 = 0 und
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(—=1) - (=1) =1 nicht in unsere Liste grundlegender Eigenschaften der ganzen Zah-
len aufgenommen haben?

Ganze Zahlen haben scheinbar einen Mangel, der erst mit Einfiihrung der rationalen
Zahlen behoben wird. Tatséchlich ist nicht jede ganze Zahl a ,innerhalb® der ganzen
Zahlen durch eine ganze Zahl b ,teilbar in dem Sinne, dass es eine ganze Zahl ¢ gibt, so
dass a = b - ¢ gilt. Wenn es allerdings eine solche Zahl ¢ gibt, dann sagen wir, dass b ein
Teiler von a ist oder a in Faktoren b und c zerlegbar ist.

Manche ganzen Zahlen a haben nur die trivialen Teiler 1,—1,a,—a (—a ist eine abkiir-
zende Schreibweise fiir (—1)-a ). Wenn auflerdem a # 1 und a # —1 gilt, dann nennt man
diese Zahlen unzerlegbar. Unzerlegbare ganze Zahlen p sind prim in dem folgenden Sinne:

Wenn p ein Teiler von a - b ist, dann ist p auch Teiler von a oder von b.

Die Eigenschaft der Primheit ist der eigentliche Grund, warum man unzerlegbare ganze
Zahlen auch Primzahlen nennt. Die Primheitseigenschaft unzerlegbarer ganzer Zahlen
wollen wir zunéchst ohne Beweis benutzen. Der Beweis wird in einem spéteren Kapitel
der Vorlesung im Zusammenhang mit dem Fuklidischen Algorithmus nachgeholt werden.

3. Man zeige, dass kein Teiler von 12 grofer ist als 12 oder kleiner als —12! Wie viele
positive Teiler besitzt die Zahl 127 Wie zeigt man, dass 5 unzerlegbar ist? Wie viele
positive Primzahlen gibt es, die nicht grofier sind als 207

4. Man zeige: Falls m prim und Teiler von a? ist, dann ist auch m? Teiler von a?.

5. Man zeige: Falls a ein Teiler sowohl von b als auch von b+ 2 ist, dann ist a ein Teiler
von 2.

Losung

1. 3 ist kein Summand von 1+ (2+ 3)! 3 ist kein Summand von 6! Der gesuchte Wert
der Differenz ist —1 und nicht 1! Der Subtrahend des bezeichneten Ausdrucks ist
selbst ein Produkt! Die Multiplikation ist eine Operation, wiahrend ein Produkt ein
(textueller) Ausdruck fiir eine Operation ist! Das Produkt ist ein Ausdruck, hier
also der Ausdruck 3 - 4! Der Wert dieses Produkts ist 12! 3 ist kein Faktor von 12
(sondern ein Teiler von 12)!

2. Man gibt ein Beispiel an fiir a, b, ¢, so dass die Gleichung der Assoziativitit nicht
gilt: 2—(1-1)=2#0=(2-1)—1.
Die Gleichung a - 0 = 0 ergibt sich aus den {ibrigen Eigenschaften mit der folgenden
Rechnung: ¢-04+a-0=a-(0+0) =a-0. Daraus folgt aber a-0=10.
Ahnliches gilt fiir die Vorzeichenmultiplikation: 1 = 14+0-0 = 14 (1+(—1))-(14-(=1))
=1+1+(-1)+(-1)+(-1)-(=1) =(-1)-(—1).

3. Falls 12 < a, dann gibt es kein b < 0 mit a - b = 12. Aber auch fir 1 < b kann
a-b = 12 nicht gelten, weil aus 1 < b sofort a < a-b und mithin 12 < a - b folgt. Der
Fall a < —12 ldsst sich auf den ersten Fall zuriickfithren, weil a-b = (—a) - (—b) gilt.



Als positive Teiler von 12 kommen also nur 12 Zahlen in Frage. Man probiert alle
Moglichkeiten durch und erhélt 1,2, 3,4, 6, 12 als Teiler. Es gibt also 6 positive Teiler
von 12.

5 ist unzerlegbar, weil 2, 3 und 4 keine Teiler von 5 sind.
Beweis fiir 2: 2<2-2<5<2-3<2-4<....

8 positive Primzahlen (2,3,5,7,11,13,17,19) sind nicht grofer als 20.

4. Wenn m prim und Teiler von a - a ist, dann muss m Teiler von a sein, d.h. m-k = a.
Es folgt (m-m) - (k-k) = (m-k)-(m-k) = a? mithin ist m? Teiler von a?.

5. Ausa-l=bunda-k=b+2folgta- (k—1)=a-k—a-l=(b+2)—b=2. Also
ist a ein Teiler von 2.

Aufgabe 2 (Rationale Zahlen)

Jede rationale Zahl kann bekanntlich durch den Wert eines ganzzahligen Bruchs § dar-
gestellt werden, wobei a und b ganze Zahlen bedeuten. Fiir b = 0 ist der Wert des Bruchs
nicht definiert. a bzw. b heiflen Zihler bzw. Nenner des Bruchs §. Ein Bruch ist also
ein Ausdruck, wobei Zihler und Nenner selbst wieder Ausdriicke sein diirfen, die ganze
Zahlen darstellen. Zwei Briiche 7 und ¢ mit b # 0 und d # 0 haben genau dann den
gleichen Wert, wenn a - d = b - ¢ gilt. Besondere Bedeutung haben Dezimalbriiche, d. h.
diejenigen Briiche, deren Nenner eine sogenannte ,Zehnerpotenz® 10* ist mit spezieller
Komma-Schreibweise (z. B. 3,1415).

Fiir rationale Zahlen ist Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division (/) (ausge-
nommen durch 0) definiert. Ein Ausdruck der Form s/t heit Quotient mit s als Dividend
und ¢t als Divisor. Die Auswertung eines Quotienten liefert den Wert des Quotienten. Daie

Division von rationalen Zahlen wird héufig durch einen sogenannten ,,Doppelbruch® +

dargestellt. Der GroBenvergleich von § < & mit positiven ganzen Zahlen b, d ist deﬁniedrt
durch a-d < c-b.

1. Wie lautet eine Analyse des folgenden Ausdrucks A im Sinne der Aufgabe 1.17
Welchen Wert besitzt der Quotient A7

A=5802 /q_yg),
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2. Wie werden Briiche addiert, multipliziert, dividiert?

3. Dezimalbriiche haben den Vorteil der Eindeutigkeit der Darstellung einer positiven
oder negativen rationalen Zahl in Komma-Schreibweise (ohne Null an letzter Stelle).
Welchen Nachteil haben diese Briiche?

Losung

1. Der Dividend des Quotienten A ist ein Bruch, dessen Zihler ein Produkt ist mit
erstem Faktor 6 und einem zweitem Faktor, welcher eine Summe ist bestehend aus
1 als erstem Summanden und 2 als zweitem Summanden, und dessen Nenner 9 ist.
Der Divisor von A ist eine Differenz mit 1 als Minuenden und 4 als Subtrahenden.

Der Wert des Quotienten ist —%.



2. Addition: ¢ + ¢ = @<teb Multiplikation: § - & = &<

3. Manche rationalen Zahlen lassen sich nicht als endlichen Dezimalbruch darstellen.
Beispiel: % .

Aufgabe 3 (Reelle Zahlen)

Man kann einen Mangel darin sehen, dass es zur Losung gewisser Gleichungen nicht ge-
niigend viele rationale Zahlen gibt. Beispielsweise gibt es keine rationale Zahl a, so dass
a-a = 2 gilt. Deshalb konstruiert man den umfassenden Bereich der reellen Zahlen.

Alle reellen Zahlen besitzen eine Darstellung als unendlichen Dezimalbruch der Form
+ (g,d1dads . . . dydyyq - . ). Dabei bezeichnet g eine positive ganze Zahl oder die 0, und die
Ziffern d; bezeichnen eine der Zahlen 0,1,2,3,4,5,6,7,8 oder 9.

Die Darstellung einer reellen Zahl r als unendlicher Dezimalbruch notiert im Wesentlichen
eine Summation. Fiir jedes natiirliche n gilt insbesondere

didads . . . d, 1
T:g‘i‘%—i‘ﬁ'(o,dn_udn_m...).

Bedeutsam ist, dass die Zahl 1 die zwei Darstellungen 1,000... und 0,999... besitzt.

1. Durch welchen unendlichen Dezimalbruch werden die Zahlen % bzw. % dargestellt?
Welche Darstellung der 1 erhélt man durch die stellenweise Addition dieser beiden
unendlichen Dezimalbriiche?

2. Wie konnten unendliche Dezimalbriiche ,,ndherungsweise” addiert werden?

33..., £=0,66....
+2=0,33... + 0,66...=0,99. ...

2. Fiir die Summe ¢ = a + b positiver reeller Zahlen a = g,,a1a20a3 . ..aya,41 ... und

b= gp,b1b2bs ... b,b, 41 . ... definieren wir die Naherung ¢ durch
- a1aqas . .. ay b1b2b3 e bn . C1C2C3 . . .Cp
CT0t T TRt T T T e

Hier ist g. = g, + gp + @ mit dcics...c, = ayas...a, + biby...b, in den entspre-

chenden Dezimaldarstellungen. Offenbar gilt |¢ — ¢| < 2= .

Aufgabe 4 (Komplexe Zahlen)

Den kronenden Abschluss der Einfithrung von Zahlen bilden die komplexen Zahlen. Die
Theorie der komplexen Zahlen geht {iber den Schulstoff weit hinaus. Wéhrend die reel-
len Zahlen Langen- bzw. Gewichtsverhéltnisse darstellen, werden durch komplexe Zahlen
zusétzlich Kreisprozesse beschreibbar. Wir haben bereits das merkwiirdige Gesetz der
Multiplikation kennengelernt, dass die Potenzen (—1)" abwechselnd die Zahlen 1 und —1
ergeben. Nun entpuppt sich dieses Gesetz als Spezialfall der Tatsache, dass es fiir jedes k
komplexe Zahlen ¢, c?,...,cF mit ¢& = 1 gibt, die k& Punkte eines Kreises von komplexen
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Zahlen mit Betrag 1 durchlaufen. Fiir die sogenannte ,,imaginére Einheit‘i (=v—1) gilt
beispielsweise, dass 7,142,173, i* verschiedene Zahlen sind mit i = 1.

Sinn einer universitdren Bildung ist insbesondere, iiber das Erlernen des Gebrauchs von
Werkzeugen hinauszugehen und faszinierende Wissensgebiete einzusehen. Die Theorie der
komplexen Zahlen und Funktionen ist eines dieser Wissensgebiete.

'Die sehr reale Intuition der Darstellung von Kreisprozessen durch komplexe Zahlen kommt in der
mystifizierend klingenden Bezeichnung ,imaginar® leider nicht zur Geltung.
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