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Ubersicht:

1. Ubungsbetrieb: Datenkorrektheit, HA-Punkte im Tool
2. Thema: Uberfiihrung von Aussagen in Beweise
3. Tipps zu HA's von Blatt 4

4. Vorbereitung  auf TA's Blatt 4:

Induktionsbeweis
Grenzwert und Wachstum von Funktionen
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1. Ubungsbetrieb

1.1 Datenkorrektheit im Tool

Haufige Fehler:

1. Vertauschung von Vorname und Familienname
2. Keine Matrikelnummer

3. Falsche Matrikelnummer

Uberpriifung: Vergleich mit Studentenausweis.

Bitte korrigieren Sie lhre Daten im Tool !
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1.2 HA Punkte im Tool

Regel:

Die Eintragung der Hausaufgabenpunkte im Tool erfolgt in der
Reihenfolge der Blatter. Eine Liicke in den Eintragungen wird als
Nichtabgabe interpretiert.

Liicken bitte umgehend melden!

Melden Sie bitte umgehend der Ubungsleitung per Mail, wenn Sie
Liicken bei lhren Eintragungen der Hausaufgaben, die Sie
abgegeben haben, im Tool vorfinden.
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2. Thema: Uberfiihrung von Aussagen in Beweise

A=B Implikation

kann bewiesen werden durch

Annahme: Es gilt A.
Dann ist B beweisbar. Inferenz

Analog: Beweis eines pradikatenlogischen Ausdrucks Va P(x).

Aussagen konnen durch Verfahren (Vorgange) interpretiert
(bewiesen) werden und umgekehrt.
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Zur Erinnerung ZU |: Basisbegriffe der Informatik
Struktur — Aussage — Beweis — Verfahren

stehen wechselseitig in Beziehung:

Tetraeder der Basisbegriffe

Struktur

Aussage i
Beweis

Verfahren
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Informelle Prazisierung:

e Struktur: (Art der) Zusammenfassung (einer Vielheit) von
(abstrakten) Objekten.

@ Verfahren: (Art der) Zusammenfassung (einer Vielheit) von
(abstrakten) Vorgangen.

@ Aussage: Sprachliches Gebilde, fiir das es sinnvoll ist
zu sagen, dass es wahr oder falsch ist. (Aristoteles)

@ Beweis: Verfahren zur Bestimmung des Wahrheitswertes
einer Aussage.

Die Begriffe 'Objekt’ und 'Vorgang' bedingen sich gegenseitig.
Jeder Vorgang fiihrt zu einem Objekt als Ergebnis. Umgekehrt ist
jedes Objekt das Ergebnis eines Vorgangs.
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3. Tipps zu HA’s von Blatt 4

Definition fiir natiirliche Zahlen m,n: [m,n| = [n] \ [m — 1].
Beschreibung von Aquivalenzrelationen durch Klassen.
Nachweis der Korrektheit der Definition f(a + bv/3) = (a, b).
Es gilt: (z,y) € Ro(SUT) <= (3z € M) [zRz(SUT)y]
Beweis von HA 4 auch durch Auflésung der
pradikatenlogischen Formeln mdglich.
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4. Vorbereitung auf TA’s von Blatt 4

4.1 Induktionsbeweis

Mit einem Induktionsbeweis beweist man den Wahrheitswert einer
aufgezadhlten Menge von Aussagen

Ay, Ao, As, . Ay,

durch eine Aufzihlung der Beweise B; fiir die Aussagen A;
B{,B9,Bs,...,B,,....

Man beweist dabei die erste der Aussagen,
d.h. Ay, und eine Folgerung A,, = A, fiir beliebiges n > 1.

Daraus ergibt sich dann eine Aufzdhlung der Beweise B;.

zU DS -
(©Dr. Werner Meixner L.\



Man beachte:

Die Variable n bedeutet lediglich den Index in der Aufzdhlung der
Aussagen A, bzw. Beweise B,.

Selbstverstandlich beginnt der Index einer Aufzdhlung bei 1
und ist aufsteigend unendlich.

Die Aussagen A,, haben stets die Form
Es gilt P(n).

Dabei ist P(n) ein Pradikat, das sich auf den Index n bezieht.
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Sei P(n) ein Pradikat fiir natiirliche Zahlen.

Die Giiltigkeit einer Formel
(Vn € N) [P(n)]

mit vollstandiger Induktion zu beweisen, heiBt,

anstatt (1) die Giiltigkeit der folgenden Formel zu zeigen.

P(1) A (vneN)[P(n)= P(n+1)].
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Bemerkung: Das Pradikat P(n) ist nicht identisch mit der
Aussage, die man beweisen will. Die Frage der Anpassung des
Schemas an z.B. absteigende Folgen ganzer Zahlen oder den
Induktionsanfang stellt sich nicht.

Die Anpassung geschieht stets durch

Wahl eines geeigneten Pradikats.
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Beim Beweis der Formel (2) geht man wie folgt vor.

Induktionsanfang : Es gilt P(1):

Induktionsschritt : Es gilt (VYn € N)[P(n) = P(n+1)].

Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:
Induktionsannahme: Sei n € N beliebig. Es gelte P(n).
Induktionsschluss : Dann gilt P(n +1):

Soweit das Schema des Induktionsbeweises.
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VA 1

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion

fir alle z € R mit —1 < z und m € Ny
die Bernoullische Ungleichung

I1+me < (14+x)™.

Geben Sie zunichst ein geeignetes Pradikat P(n) an
und fiihren Sie den Induktionsbeweis

fiir beliebiges = unter der Annahme —1 < z

nach dem angegebenen Schema durch.
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Losung:
Sei z € R mit —1 < z.

Wir definieren das Pradikat P(n) fiir n € N so, dass P(n)

genau dann wahr ist, wenn 1+ (n — 1)z < (1 +z)" ! gilt, i.Z.
P(n) <= 1+Mm-Dz<1+z)" "

Dann haben wir zu zeigen

(Vn € N) [P(n)].
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Induktionsanfang: Es gilt P(1):
P(1) bedeutet
1+0-2<(1+42)°% dh 1<1.
Also gilt P(1).
Induktionsschritt:  Es gilt (Vn € N) [P(n) = P(n+1)].
Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:
Induktionsannahme: Sei n € N beliebig. Es gelte P(n).

Induktionsschluss:  Es gilt P(n+ 1):

(I+az)" (14 2)" 11+ 2)

> 1+ Mm-Dz)(1+=x) LA P(n)
= 14+ (n—1z+z+ (n—1)z?
> 14+nx. w.z.b.w.
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4.2 Grenzwert und Wachstum von Funktionen

VA 2.1

© Man zeige durch Riickfiihrung auf die Definition des Limes:

lim =0
n—oon + 1
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Losung:

Sei f(n) = n+r1
Dann haben wir also fiir die Folge (f(n))nen, = (#)

1 n€eNp

<el.

und a = 0 zu zeigen

(Ve >0 In. € Ng Vn > n,) H——a
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Die hier anzuwendende Beweistechnik ist auBerordentlich wichtig.

Sie besteht in der

schrittweisen Erfiillung des obigen pradikatenlogischen Ausdrucks
von ,,links nach rechts” gemaB der Klammerung
< gm |

— —a

Ve >0 [3n56N0 [Vnzng[n_i_l

zU DS -
(©Dr. Werner Meixner L.\



Als Erstes nehmen wir ein beliebiges € > 0 an.

Fiir dieses € > 0 ist folgendes nachzuweisen.

dne € Ny [VnZna {

<]

Existenzbeweise werden hiufig konstruktiv gefiihrt.
Wir konstruieren hier ein geeignetes n. wie folgt:

1
Ne 1= [——‘ + 17.
€

1
— —a
n+1

[%] bedeutet die kleinste ganze Zahl, die groBer oder gleich % ist.

z0 DS

-
(©Dr. Werner Meixner L.\



Nun miissen wir zeigen, dass gilt

1
n—+1

—a

Vnzns[

<el.

Wir nehmen ein beliebiges n mit n > n. an und
haben zu zeigen:

1
n+1—a <e.
Wegen n > n. = [1] +17 gilt n > 1, mithin L <e.
Mit a = 0 folgt
1 1 1
—a| = < =<e€.
n+1 n+1l n

Damit sind wir mit dem Beweis fertig.
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VA 2.2

Im Folgenden bezeichnet 1 die konstante Funktion, die fiir alle
n € Ny den Wert 1 besitzt.

@ Man zeige durch Riickfiihrung auf die Definition des
Wachstums o(f(n)):
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Losung:
Sei f(n) = 7 fiir alle n € Ny.

Dann haben wir zu zeigen

1
e >n) ||——|<e-1].
(Ve>0 nENOVn_n)[’n+1’<c ]

Wieder erfiillen wir

schrittweise den obigen pradikatenlogischen Ausdruck von ,,links
nach rechts" gemaB der Klammerung
1
<c-1 .
<o)

Ve >0 [EInCENO [Vnznc[
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Als Erstes nehmen wir ein beliebiges ¢ > 0 an.

Fiir dieses ¢ > 0 ist Folgendes nachzuweisen.

1
dn. € Ny [Vnch H—‘ <c-1” .
n+1

Den Existenzbeweis fiihren wir wieder konstruktiv.
Wir konstruieren ein geeignetes n. wie folgt:

Ne 1= [1—‘ + 17.
c
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Nun miissen wir zeigen, dass gilt

Vn >
n nc[n+1

‘<c-1].

Wir nehmen ein beliebiges n mit n > n. an und

haben zu zeigen:
1

n—+1

‘<c-1.

Wegen n > n. = [1] 417 gilt n > 1, mithin 1 < ¢
Es folgt

W.z.b.w.
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VA 2.3
© Man zeige: Fiir reellwertige Funktionen f : Ng — R gilt

lim f(n)=0 <= f(n)€o(l).

n—oo
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Losung:

Tatsachlich miissen wir im Wesentlichen nur einige Bezeichnungen
ersetzen.

nli_}nolof(n):() <— (Ve>03n. €Ny Vn>n.) [|f(n)—0] <¢]
< (Ve>03n.eNyVn>n.) [|[f(n)] <c-1]
<~ f(n)€o(l).

Bemerkung:

Obiger Beweis ist ein Beispiel fiir 4quivalente Umformung anstelle
einer schrittweisen Auflésung der pradikatenlogischen Formel.

zU DS -
(©Dr. Werner Meixner L.\



