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Ubersicht:

1. Ubungsbetrieb: Klausur am 11.12.10
Beginn, Ausweise

2. Thema: Nachtrag TA 3.3, Blatt 6.

3. Hausaufgaben Besprechung HA Blatt 8:
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1. Ubungsbetrieb

1.1 Beginn
Beginn der Priifung ist 9.00 Uhr.

Bitte 15 Minuten vor Beginn erscheinen und Platz suchen.

Bei Nichtanmeldung: Bitte im Horsaal bei der Aufsicht melden!
Dann wird lhnen kurz vor 9.00 Uhr ein Platz zugewiesen.
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1.2 Ausweise

Ausweise mitbringen!

Es werden die Ausweise kontrolliert:

Studentenausweis + (ev.) Lichtbildausweis.
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2. Thema:

In den meisten Ubungsgruppen blieb wenig Zeit fiir TA 3.3, Blatt 6.
Deshalb holen wir heute diese Besprechung nach.

2.1 Nachtrag TA 3.3, Blatt 6

Zeigen Sie, dass im Folgenden Algebren A = (S, o) definiert
werden, die beziiglich des bindren Operators o eine Gruppe bilden.

@ Seil<neNund S=Z={peZ, ggT(p,n) =1}
o sei gleich der Multiplikation ganzer Zahlen modulo n.
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Beweis:

@ Abgeschlossenheit:

Zunachst ist zu zeigen, dass das Produkt p o g zweier
Elemente p, g € Z;, wieder in Z liegt.

Es ist also zu zeigen

geT(p,n) =1AggT(q,n) =1 = ggT((p-q) modn,n) =1.

Da ggT(p-q,n) = 1 gleichbedeutend ist mit
ggT((p-¢) modn, n) =1,
geniigt es, die folgende Implikation zu zeigen.

geT(p,n) =1 A ggT(q,n) =1 = ggT(p-q,n) =1,
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Die folgende Uberlegung ist elementar.
Falls z = ggT(p-q,n),

d. h. falls z|(p-¢) und zn,

dann gilt © = z1 - 9 mit z1|p und z2|q,
und natiirlich x1|n, z2|n.

Da p und g zu n teilerfremd sind, folgt 1 = 1, 22 =1,
mithin z = 1.

Damit muss ggT(p - q,n) = 1 gelten.
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@ Assoziativitdt von o:

Die Assoziativitat von o ist nichts anderes als die
Assoziativitat der Multiplikation modulo n.

Diese wir von der Assoziativitdt der Multiplikation der ganzen
Zahlen geerbt.

@ A enthilt 1 als ein neutrales Element bezgl. o.
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@ Existenz des Inversen von x:

Gesetzt den Fall wir hitten ein z und ein y, welche die
Gleichung

rz-p+y-n=1
erfiillen.

Dann ware z modn das Inverse zu p,
denn aus z - p+ y - n = 1 folgt offenbar

((xmodn) - p)modn = (xmodn) -, p=1,

wobei klar ist, dass ggT'(x,n) = 1 und damit
ggT(rmodn,n) =1, d. h. xmodn € Z}.
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Die Existenz des Inversen fiir ein p € Z} folgt also aus
Gr,yeZ)[z-pt+y-n=1],

was aber eine Konsequenz aus ggT(p,n) = 1 ist, wie
folgendermaBen gezeigt wird.
Sei U ={axp+yn; z,y € Z}.

Offenbar ist U eine Untergruppe von Z,
d.h. U = k- Z fiir ein bestimmtes k € N.

Daraus folgt aber, dass sowohl p als auch n Vielfache von k sind.
Also gilt k| ggT(p,n).

Es folgt £ = 1.

Mithin ist 1 € U, d.h. 1 = xp + yn fiir bestimmte z,y € Z.
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3. Hausaufgaben Besprechung Blatt 8

Wir beginnen mit HA 4, weil wir damit einen zweiten Beweis der
Aussage liber die Existenz von Inversen in Z; behandeln.

3.1HA 4

Berechnen Sie mit Hilfe des erweiterten Euklidschen Algorithmus
ganze Zahlen a, b, so dass

a-53+b-36=2.
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Berechnung:

Wir fiithren den Euklidschen Algorithmus wie folgt aus.

To 253,

1 236,

ro =53mod36 =ryg—1-r1 =17,
rg =36modl7 =ri—2-rp, =2,
rgy, =17mod2 =ry9—8-r3 =1

Es folgt ggT(53,36) = 1.
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Nun fiihren wir den erweiterten Euklidschen Algorithmus in der
Form der Riickeinsetzung aus.

1 =mr4
=19 — 8r3 =19 —8(r1 — 2r9)
=—-8r1 +17ry = —8r; +17(ro — 71)
= 17rg — 2577 .

Es folgt 17rg — 25r; =1,
mithin,
fir a = 34 und b = —50,

a-53+b-36=2.
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32HA1

@ Berechnen Sie (10117 + 527 — 301909) mod 3.

@ Bestimmen Sie 27333333100 1,44 12,
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1. Berechnung von (1017 + 527 — 301090) mod 3 :
Wir erhalten
(10174527 —301%90) mod 3
= [(10mod 3)17+5 - (5% mod 3)** — (30 mod 3)*°%] mod 3
[1117 +5. 113 o 01000]m0d3

= (145)mod3 = 0.
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2. Bestimmung von 27333333100 154 12

Notwendigerweise miissen sich die Potenzen 2¥ modulo 12
wiederholen (Schubfachprinzip).

Man rechnet z. B. sofort 22 = 24(mod 12).
Entsprechend gilt fiir alle £ > 0
22+2F = 92(mod 12),
d.h. fiir positive geradzahlige Potenzen n von 2
2" = 22(mod 12) .
Mithin folgt

97346790100 11,0112 = 22mod12 = 4.
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3.3 HA 2

Die Menge der Permutationen der Teilmenge {1,2,3,4} der
natiirlichen Zahlen bildet zusammen mit der Komposition o von
Abbildungen die Gruppe Sy. Das neutrale Element der Gruppe sei
id. Wir betrachten die in Zyklusschreibweise gegebenen
Permutationen

p=012)3)4) und ¢=(1)(2)34).

© f heiBt involutorisch, falls fo f =id gilt.
Zeigen Sie, dass p und ¢ involutorisch sind.
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Beweis:

(pop)(1) =p(1)) =p(2) =1,

(pop)(2) =p(p(2)) =p(1) =2,

(pop)(3) =p®(3)) =p(3) =3,

(pop)(4) =p(p(4)) =p(4) = 4.

Analog fiir go q.

1=\

Meixner
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@ Zeigen Sie, dass po g = g o p gilt.

Beweis:

(1234 (12
Ped=1\9 1 4 3) 9°P=\ 9 1 4 3 )

Daraus folgt pog=gop.

L
e
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© Seienr =poqund U = {id,p,q,r}.
Geben Sie die o-Verkniipfungstafel fiir die Elemente aus U an.

Losung:
o ‘ d p q r
id|id p q T
plp id r ¢
qlq r id p
r|lr q p id
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@ Seienr =poqund U = {id,p,q,r}.
Beweisen Sie, dass die Menge U mit jedem Element x € U
auch sein Inverses 7! enthilt (mit x o x7! = id).

Losung:

Fiir jedes Element = € U gilt 22 = id. Damit ist jedes Element zu
sich selbst invers.
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34HA3

Wir betrachten Algebren A = (S, o) mit einer 2-elementigen
Tragermenge S = {a, b} und einem 2-stelligen Operator o.
Bekanntlich gibt es 16 verschiedene Algebren dieser Art, auf die
wir uns im Folgenden beziehen.

@ Geben Sie eine Verkniipfungstafel fiir einen nicht assoziativen
und gleichzeitig nicht kommutativen Operator o an.
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Losung:

Ansatz: Die Assoziativitat ist verletzt, falls beispielsweise
ao(aoa)# (aoca)oa gil.

Um dies zu erreichen kann nicht a o a = a definiert werden, weil in
diesem Fall ao (a0 a) = (aoa)oa gelten wiirde.

Wir versuchen den Ansatz a o a = b.
Dann miissen wir ¢ o b % b o a setzen.

Wir erhalten folgenden
nicht kommutativen und nicht assoziativen Verkniipfungstafel

ollalb
allb|a
bllb|a
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@ Zeigen Sie, dass es genau zwei kommutative und gleichzeitig
nicht assoziative Operatoren o gibt.
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Losung:

Im kommutativen Fall gelten stets die Gleichungen
ao(aoa)=(aoca)oa, bo(bob)=(bob)ob,
ao(boa)=(aob)oaundbo(aob)=(boa)ob.

Wenn dann noch
ao(aob)=(aoca)obundao(bob) = (aob)ob gelten wiirde,

dann wére o sogar assoziativ.

Wir zeigen:

aoa = a impliziert

ao(aob)=(aoca)obundao(bob) =(aob)ob
wie folgt:
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Fall 1, bob=bund aob = a:

Dann gilt
ao(aob)=aoca=a=aob=(aca)ob und
ao(bob)=aob=(aob)ob.

Fall 2, bob=bund aob="0:

Dann gilt
ao(aob)=aoa=(aoca)ob und

ao(bob)=aob=b=bob=(aob)ob.
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Fall 3, bob=aund aob=a:

Dann gilt
ao(aob)=aoca=a=aob=(aoca)ob

ao(bob)=aoca=a=aob=(aob)ob.

Fall 4, bob=aund aob =b:

Dann gilt
ao(aob)=aob=(aoa)ob und

ao(bob)=aoca=a=bob=(aob)ob.
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Analog folgt:

bob=1b impliziert
ao(aob)=(aoca)obundao(bob)=(aocb)ob.

Wenn die Operation o also nicht assoziativ sein soll, miissen wir
aoa=">bund bob=a setzen

und wir erhalten die folgenden beiden Verkniipfungstafeln.

oflalb oflalb
allbla allb]|b
blla|a bllb|a
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© Geben Sie alle Booleschen Operatoren an, die kommutativ
und gleichzeitig nicht assoziativ sind.

Losung:
Wir haben gezeigt, dass es nur die beiden obigen Operationen
geben kann, wenn wir a = 0 und b = 1 (oder umgekehrt) setzen.

Wir erhalten also die booleschen Operationen

NOR [ 01 NAND || 0 | 1

0110 011
1{/0]0 1{1]0
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