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Ubersicht:
1. Thema: Rationale Funktionen.

2. Vorbereitung: auf TA's Blatt 12
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1. Thema Rationale Funktionen

1.1 Rationale Ausdriicke

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division.

1.2 Rationale Funktionen

Ganze rationale Funktionen (Polynomfunktionen)
Gebrochene rationale Funktionen

Definitionsbereiche mit ,,endlich vielen Ausnahmen®.

Siehe Vorbereitungsaufgabe 2!
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2. Vorbereitung auf TA’s Blatt 12

21VA1

Sei F' die Menge aller Abbildungen einer Menge M in die Menge C
der komplexen Zahlen. Wir definieren fiir alle f € F'und g € F

die Summe, i.Z. f+¢g, bzw. das Produkt,i.Z. f g,

als diejenigen komplexwertigen Funktionen h bzw. k, fiir die fiir
alle z € M gilt

h(z) = (f+g)(x) = f(z)+g(x) bzw.
k(z) = (f-9)(x) = f(z) g(2).
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Entsprechend fiihren wir {iber der Menge F' — I der

Operatoren iiber F' Addition und Multiplikation wie folgt ein.

Fiiralle A,B: F — F und f € F gilt

(A+B)(f) = A(f)+B(f) bzw.
(A-B)(f) = A(f)-B(f)-

Beispiele fiir Operatoren iiber F' sind
sowohl der Translationsoperator £
als auch der Differenzenoperator A.
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© F ist ein Ring beziiglich
obiger Addition ,,+" und Multiplikation ,,-“.
Beweis!

Geben Sie die entsprechenden neutralen Elemente
beziiglich + und - an.
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Losung:

Da Addition und Multiplikation in C

beides assoziativ und kommutativ sind,

gilt dies auch fiir die entsprechend induzierten Verkniipfungen
von komplexwertigen Funktionen.

Entsprechend folgt die Distributivitat.
Dazu die folgende Rechnung fiir alle z € M:

[f +(g+n)]() = f@)+g(@) +h(z) = [(f+9)+hl=),
[f - (g-W)(x) = f(@)-g(x) - hz) = [(f-9) - hl(=),
[f - (g+W](@) = f(2)-g(z) + f(2) - h(z) = [(f-9) + (- W)](=z).
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1. F ist eine Gruppe beziiglich ,,+":

Es geniigt, die Losbarkeit der Gleichung f + h = g fiir alle
Funktionen f,g € F' zu beweisen.

Seien f,g € F.

Wir definieren h € F fiir alle x € M durch h(z) = g(z) — f(z).

Dann folgt fiir alle z € M

(f+h)(x) = fx)+h(z) = flx)+(g9(z) - f(z)) = g(2),
f+h = g.

Das neutrale Element bezgl. + ist die konstante Funktion e(z) = 0.
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2. F' ist ein Monoid beziiglich ,,-“:

Das neutrale Element bezgl. - ist die konstante Funktion e(z) = 1.

Die Assoziativitat von - wurde schon gezeigt.

Bemerkung:

Wir haben auch iiber der Menge F' — F' der Operatoren iiber F'
eine Addition und eine Multiplikation durch Induzierung eingefiihrt.

Analog den Verkniipfungen iiber F' begriinden diese Verkniipfungen
eine Ringstruktur iiber der Operatorenmenge ' — F.
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@ Sei o die Komposition von Operatoren. Man zeige fiir alle
Operatoren A, B, C' iiber F"

(A+B)oC=A0oC+ BoC (Rechtsdistributivitat) .

Beispiel:

AoEl'=(E-NoE'=EocE'-ToE'=V.
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Losung:

Fir alle f € F gilt

[(A+B)oCI(f) = [A+BIC(f))
)
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© Sowohl der Translationsoperator E als auch der
Differenzenoperator A sind Beispiele fiir Operatoren iiber F'
(wobei M = 7).
Begriindung!
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Losung:
Sei M =Z.

Durch E wird jeder Funktion f € F'
die Funktion g € F' zugeordnet mit

g:M>z — glx)=f(z+1) € C.

Durch A wird jeder Funktion f € F
die Funktion g € F' zugeordnet mit

g:M>2 — glx)=f(x+1)—f(x) € C.
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Man zeige:
@ Fiir alle n € Z gilt Ax™ = n(x + 1)m-

Beweis!
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Losung:

Fiir die steigende Fakultat gelten fiir alle ganzen Zahlen g € Z
die beiden fundamentalen Gleichungen

:cg-(a:—kg):a:gﬁ und x-(x+1)y:mm.

Fir die fallende Fakultat gelten fiir alle ganzen Zahlen g € Z
entsprechend die beiden fundamentalen Gleichungen

- (z—g) =291 und z-(z— 1) =g,
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Die Ausdriicke auf den Gleichungsseiten sind i. A.
Quotienten von polynomiellen Ausdriicken,
und stellen Elemente dar (sog. Briiche von Polynomen) aus dem

Quotientenkorper C(x) iiber dem Polynomring Clz]

Diese Ausdriicke definieren gleichzeitig
rationale Funktionen aus C — C,

die man durch Einsetzen in z und Auswertung der Ausdriicke
erhilt.
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Ubersicht:

Steigende Fakultat:

n > 0: 2" =z (zr+1)-(x+2) ... (x+n-1),
n=0: 2" =1,

. noo_ 1
n <0: T = ) @t D) . (@=2)(@—1) -

Fallende Fakultit:

n > 0: 2 =z (x—1)(x—2) ... (x—(n—-1)),
n = 0: 2 =1,

. n o 1
n < 0: T = ey i) o @)@t )
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Wegen

gilt fiir alle n € Z

Az™

(z+1)" — 2"
(+1)" T (z+1+n—1) — z-(z+1)" "
(z+n)(z+1)" Tz (z+1)" T

n(z +1)" 1.
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Man zeige:
@ Fiir alle n € Z gilt Vit =n(z —1)2=L.

Benutzen Sie die Gleichung £ -V = A
zusammen mit Lemma 203 fiir den Beweis!
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Losung:
In Lemma 203 wurde die Gleichung

Az = ngt=t

bewiesen.

Es folgt mit Operatorenrechnung

Vit = (E7'A)z™
E~Y(Azm)
E~l(nan=d)

= n(z—1)2=L,
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Man zeige:
© Esgilt VA = AV.

Beweis!
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Losung:

Es gilt

I

~—

~—

~—

~—
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Berechnen Sie mit Hilfe der Partiellen Summation fiir n € N

En:k-zk.
k=1
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Losung:
Wir spezialisieren die Formel der Partiellen Summation wie folgt.

n

D F(kR) - Ag(k) = [f(k) - g =Y AF(K) - gk +1)

k=1

Man setzt nun f(k) =k, Ag(k) = 2",
Damit gilt Af(k) =1, g(k) = 2% und es ergibt sich:

S k RIEEEERT k1
S k-2 [k 2} N1k
k=1 =1

= [(n+1)-2"" —2] —4- (2" — 1)
—_ (n + 1) 2n+1 2. 2n+1 + )
(n ) 2n+1 + 2.
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Beweisen Sie die folgende Identitat fiir alle n,7 > 0 mit
Binomialinversion:

£0) ()

Hierbei ist 0,,; = 1, falls n =4, und 6,,; = 0, falls n # 1.
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Losung:

Wir machen den Ansatz

Z (Z) br,i = On,i

k=0

mit noch zu bestimmenden by ;.

Binomialinversion (siehe Vorlesung) liefert

b =30 (3o = = (7).
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