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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

Begriinden Sie jeweils Thre Antworten auf die folgenden Fragen und geben Sie das Ergebnis
in Dezimalzahldarstellung an. Wie viele

1. surjektive Abbildungen von M auf N gibt es, wenn |M| =6 und |N| =5 gilt?

2. Moglichkeiten gibt es, 4 gleiche (nicht unterscheidbare) FuBbille auf 8 unterscheid-
bare Vereine zu verteilen?

3. Moglichkeiten gibt es, 5 nicht unterscheidbare Gegenstédnde in 5 nicht unterscheid-
bare Schachteln zu legen?

4. Partitionen einer 10-elementigen Menge gibt es, wenn nur diejenigen Partitionen
gezihlt werden, die aus 5 Klassen mit je 2 Elementen bestehen?

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Wir betrachten 3 véllig gleiche Motorréader, 2 véllig gleiche Personenkraftwagen, und einen
Lastkraftwagen.

1. Wie viele Verteilungsmoglichkeiten gibt es, 5 vollig gleiche Firmenschilder auf die
Fahrzeuge zu verteilen, so dass jedes Fahrzeug hochstens ein Firmenschild erhéalt?

2. Wie viele Verteilungsmoglichkeiten gibt es, wenn jeder von 5 verschiedenen Personen
genau ein Fahrzeug zuzuteilen ist?

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

Wir zéhlen gewisse Moglichkeiten, Worter iiber dem 3-elementigen Alphabet A = {a,b, x}
zu bilden. Geben Sie alle Ergebnisse in Dezimalzahldarstellung an und begriinden Sie Ihre
Ergebnisse!

1. Wie viele Worter iiber {a,b} gibt es, in denen der Buchstabe a hochstens einmal
und der Buchstabe b hochstens zweimal vorkommt (z. B. ba, das leere Wort €)?

2. Wie viele Worter iiber {a,b} der Liange 11 gibt es, in denen genau zweimal der
Buchstabe a vorkommt und gleichzeitig mindestens zwei Buchstaben b zwischen
den beiden a’s auftreten?

3. Wie viele Worter iiber A der Lénge 6 gibt es, in denen der Buchstabe a einmal, der
Buchstabe b zweimal und der Buchstabe x dreimal vorkommt?



Hausaufgabe 4 (5 Punkte)
Wir betrachten ein Gliicksspiel ,,4 aus 25 bei dem 4 Zahlen aus [25] gezogen werden.

1. Wir lassen zu, dass Zahlen mehrfach gezogen werden, insgesamt aber nur 4 Mal eine
Zahl gezogen wird. Es kommt nicht auf die Reihenfolge der gezogenen Zahlen an.
Wie viele zuléssige Ziehungen gibt es?

2. Nun &ndern wir die Bedingungen fiir Ziehungen so, dass nur verschiedene Zahlen

und nie zwei benachbarte Zahlen n und n+1 gezogen werden. (D. h., dass Ziehungen
mit benachbarten Zahlen, z. B. 2, 5,6, 17, nicht zuléssig sind.)

Wie viele zulédssige Ziehungen gibt es in diesem Fall?
Geben Sie einen arithmetischen Ausdruck fiir das Ergebnis an.

Allgemeiner Hinweis: Binomialkoeffizienten brauchen nicht in Dezimalzahldarstellung aus-
gewertet zu werden.




Hinweis: Auf den Ubungsblittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung

bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Lésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt. Die Vorbereitungsaufgaben werden in der Zentraliibung unterstiitzt.

Vorbereitung 1

Sei F' die Menge aller Abbildungen einer Menge M in die Menge C der komplexen Zahlen.
Wir definieren die Summe, i.Z. f + g, bzw. das Produkt, i.Z. f-g, von f € Fund g € F
als diejenigen komplexwertigen Funktionen h bzw. k, fiir die fiir alle x € M gilt

ha)=(f+9)(@) = f(x)+g(z) bow
k)= (F-g)@) = () glx).

Entsprechend fiihren wir iiber der Menge der Operatoren iiber F' Addition und Multipli-
kation wie folgt ein. Fiir alle A, B: F' — F und f € F gilt

A+ B)(f) = A(f)+B(f) baw.
(A-B)(f) = A(f)-B(f)-
1. F ist ein Ring beziiglich obiger Addition ,,+* und Multiplikation ,,-“. Beweis!

Geben Sie die entsprechenden neutralen Elemente beziiglich + und - an.

2. Sei o die Komposition von Operatoren. Man zeige fiir alle Operatoren A, B,C
iiber F:
(A+ B)oC=AoC+BoC (Rechtsdistributivitét) .

3. Sowohl der Translationsoperator E als auch der Differenzenoperator A sind Beispiele
fiir Operatoren tiber F' (wobei M = Z). Begriindung!

Vorbereitung 2

Man zeige:
1. Fir alle n € Z gilt Az™ = n(x +1)""'. Beweis!

2. Fiir alle n € Z gilt Vit =n(x —1)2=L,
Benutzen Sie die Gleichung E - V = A zusammen mit Lemma 203 fiir den Beweis!

3. Es gilt VA = AV. Beweis!

Vorbereitung 3

Berechnen Sie mit Hilfe der Partiellen Summation fiir n € N

zn:ka’f.
k=1



Vorbereitung 4

Beweisen Sie die folgende Identitét fiir alle n,7 > 0 mit Binomialinversion:

2 () () =s

Hierbei ist d,,; = 1, falls n =4, und 9,,; = 0, falls n # i.

Tutoraufgabe 1

Der Translationsoperator E und der Differenzenoperator A sind Beispiele fiir Operatoren,
mit denen man wie in Ringen rechnen kann.

Seien M eine Menge und F' die Menge aller Abbildungen von M in die Menge C der
komplexen Zahlen, wie in VA 1. Sei op die Menge aller Operatoren iiber M und a € op.
Dann definieren wir einen Operator A, iiber F' wie folgt fiir alle f € F und = € M:

Sei OP = {A,; a € op}.
1. Sei M = Z. Zeigen Sie E™ € OP fiir alle n € Z.

2. Man zeige fiir alle a € op und Operatoren B, C' iiber F' die Linksdistributivitat

Aso(B+C)=A,0B+A,0C.

3. Seien a;, b; € op fiir alle 7, j € N. Man zeige

(Z Aai> o (Z Bbj> =33 (A, 0 By)).

i=1 j=1

Tutoraufgabe 2

Welche der folgenden Gesetze fiir die Differenzenoperatoren A und V, den Translations-
operator E/ und die Identitét I gelten allgemein fiir beliebige Funktionen f : Z — C?
Begriinden Sie Thre Antwort!

(a) (BAV)(f)=(E)(f) (b)) (EV)(f)=(E—20+E)(/)

Tutoraufgabe 3

Berechnen Sie mit Hilfe der Partiellen Summation fiir m,n € Nund m <n



Tutoraufgabe 4

1. Bestimmen Sie mit Hilfe der Binomialinversion eine Folge (a;);>0, so dass fiir alle
n > 0 gilt

n

n! = Z a;nt.

i=0
2. Beweisen Sie die folgende Identitét fiir alle n,7 > 0:

n

Z Sn,ksk,i(_]-)n_k - 5n,i .

k=0

Sng (bzw. Sy 1) sind die Stirling-Zahlen erster (bzw. zweiter) Art.



